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Introduction - Modeles

But : Etudier les propriétés de localisation des modeles d'Anderson
suivants :

d2
Hw)=-—5®N+ > Viw(x = tn),
nezZ
agissant sur L2(R) ® RV, ot I'on suppose que :

- pour tout n € Z, les fonctions x — V,_(»(x) sont a valeurs dans les
matrices symétriques, a support dans [0, ¢] et uniformément bornées
en x,n et w,

- les variables aléatoires w +— V/ (») sont i.i.d. sur un espace de
probabilité complet (£, A, P),

- H(w) est ¢Z-ergodique, on note ¥ C R son spectre presque-siir.
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Introduction - Localisation d’Anderson

Définition
Soit / un intervalle de R. On dit que I'opérateur H(w) a la propriété de
localisation d’Anderson lorsque :

o le spectre de H(w) est purement ponctuel pour P-presque tout w € Q,

@ les fonctions propres associées aux valeurs propres dans / décroissent
exponentiellement vers 0 a l'infini.
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Introduction - Bande continue

Motivation. H(w) peut apparaitre comme une discrétisation d'un modele
d’'Anderson sur une bande continue dans le plan.

He(w) = B2 + 3w f(x — n,y),
nez

agissant sur L?(R x [0,1]) ® R, avec des conditions de Dirichlet aux bords,
R x {0} et R x {1}. Les w(") sont des variables aléatoires i.i.d., et f est 3
support dans [0,1]2.
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Un résultat de localisation - Matrices de transfert
o Comportement asymptotique des solutions de :
Hw)u=Eu, EcR, u:R—RV
@ Matrice de transfert :
(o)) = Tuo(®) (i)
@ Exposants de Lyapounov :

.1
n(E) = lim —E(log||T,we-n(E)... Tuo(E)I),

Vp € [1,2N], Y 7i(E) = lim TE(log]| A7 (T (E)- . Tw ().

i=1

@ Groupe de Fiirstenberg : G(E) = (supp ue) C Spn(R), ol pg est la
loi commune des T ) (E).
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Un résultat de localisation - Propriétés de G(E)

Soit L, le sous-espace de APR?N engendré par
{Mey N ...\ Me, | M € Spy(R) },

ol (er,...,ep) est la base canonique de R2V.

Définition
Soient G un sous-ensemble de Spy(R) et p € {1,..., N}.

(i) G est p-contractant s'il existe une suite (Tp)en dans G telle que la
suite (|| AP Tp|| 72 AP T,)nen converge vers une matrice de rang 1.

(ii) G est L,-fortement irréductible s'il n'existe pas d'union finie W de
sous-espaces stricts de L, telle que, (AP T)(W) = W pour tout

T eG. )
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Un résultat de localisation

Version continue du résultat de Klein, Lacroix et Speis (1991).

Théoreme (B., 2009)

Soit | C R un intervalle compact, tel que ¥ N | # 0, et soit | un intervalle
ouvert, | C I, tel que, pour tout E € |, G(E) soit p-contractant et
L,-fortement irréductible, pour tout p € {1,..., N}.

Alors, H(w) a la propriété de localisation d’Anderson sur .

[1] H. Boumaza, Localization for a Matrix-valued Anderson Model, Math. Phys. Anal.
Geom. 12(3), 255-286 (2009).
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Un résultat de localisation - Stratégie de la preuve

En suivant Klein, Lacroix et Speis (1991) ainsi que Damanik, Sims et Stolz
(2002), pour prouver la localisation d'Anderson pour des opérateurs
unidimensionels, on prouve :

@ la positivité des exposants de Lyapounov associés a H(w) en obtenant
une représentation intégrale pour ces exposants.

La régularité holdérienne de ces exposants.
La régularité holdérienne de la densité d'états intégrée.

Une estimée de Wegner.

Et en appliquant finalement un schéma d'analyse multi-échelle.
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Séparabilité des exposants de Lyapounov

Théoreme (Bougerol, Guivarch, Raugi)

Soit E € R. Si G(E) est p-contractant et L,-fortement irréductible, pour
tout p € {1,..., N}, alors y1(E) > --- > yn(E) > 0. De plus, les
exposants de Lyapounov ont aussi la représentation intégrale suivante :

P

AP Mx _
S i(E) = /S jog I ML (M) (),
i=1

pn(R) XP(Lp) [[x]]

ol vp g est une mesure pg-invariante sur P(Lp).
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Régularité des exposants de Lyapounov

@ Résultat général de continuité holdérienne des exposants de
Lyapounov :

Théoreme (B., 2008)

Soit | un intervalle compact de R. On suppose que, pour tout E € I,
G(E) est p-contractant et L,-fortement irréductible, pour tout
p€{1,...,N}. Il existe alors deux réels o > 0 et C > 0 tels que, pour
pe{l,...,N} et tout E,E" €I, on ait :

17p(E) — vp(E')| < C|E — E'|°.

@ Référence :

[2] H.Boumaza, Hélder continuity of the integrated density of states for
matrix-valued Anderson models, Rev. Math. Phys. 20 (7), 873-900 (2008).
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Existence de la densité d'états intégrée

o La densité d'états intégrée est définie, pour tout nombre réel E, par :
1
N(E) = lim ——#{\ < E | Xeoa(HD(w))},
L—oo 2L

ol H(D)(w) est la restriction de H(w) agissant sur L2([—(L, ¢L]) @ RN
avec conditions de Dirichlet aux bords.

@ En utilisant une formule de Feynman-Kac on prouve que, pour s > 0,
Vs _sH(L o
I'opérateur e sHOW) 3 yn noyau intégral dans

L2([—¢L, 0L])?) @ Mn(R).

e La fonction E — N(E) se réalise comme la fonction de répartition
d'une mesure borélienne n appelée la “densité d'états”.

BOUMAZA Hakim (Paris 13 - LAGA) Localisation pour un modele d'Anderson a va Kairouan le 09/11/2009 1 /17



Régularité de la densité d'états intégrée

@ On utilise le résultat suivant.
Théoreme (B., 2008)

La densité d’états intégrée associée a I'opérateur H(w) existe pour tout
E € R. De plus, si | est un intervalle compact de R tel que, pour tout
E €1, G(E) soit p-contractant et Ly-fortement irréductible, pour tout

p € {1,...,N}, alors elle est Hélder continue sur tout intervalle ouvert
I Cl.

@ On utilise la continuité holdérienne des exposants de Lyapounov en
obtenant une formule de Thouless :

!

VE € R, (’yl—i-...—i-’YN)(E):—c—i—/Rlog (‘EE,__fD dn(E’)

ou ¢ € R est indépendant de E. On utilise aussi les propriétés de la
transformée de Hilbert.
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Estimée de Wegner

Théoreme (B., 2009)

Soit | C R un interval compact et soit I un intervalle ouvert, | C 7, tel
que, pour tout E € I, G(E) soit p-contractant et L,-fortement
irréductible, pour tout p € {1,..., N}.

Alors, pour tout 3 €]0,1[ et tout k > 0, il existe Lo € N et £ > 0 tels que,

P (d(E,o(HB () < e (D7) < =e(L)",

pour tout E dans | et tout L > L.

La preuve est basée sur la continuité holdérienne de la densité d'états
intégrée. Ce théoréme implique la localisation d'Anderson en utilisant
ensuite I'analyse multi-échelle.
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Un exemple particulier - Modele

o Opérateur de Schrodinger étudié :

C]_wgn)l[o,g](xffn) 0

d2
Hg(w) = ——®/N+ V0+Z

dx? W
nez 0 CNwI\7 l[oyg](x—fn)
agissant sur L2(R) @ RV, Les (wgn))nez sont des suites de variables

aléatoires i.i.d., de loi commune v telle que {0,1} C suppwv.

Vo = 1o , £>0, C,‘ER*.
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Un exemple particulier - Résultats pour Hy(w)

Théoreme (B., 2009)

(i) Il existe Lc = Lc(N) > 0 tel que, pour tout £ < {c, il existe un
interval compact I(N,¢) tel que, si | C I(N,?) est un intervalle ouvert
avec Y NI #£ 0, alors Hy(w) a la propriété de localisation d’Anderson
sur .

(i) Supposons que ¢ =1 et N = 2. Il existe un ensemble discret S C R
tel que, si | C]2,+0oo[\S est un intervalle compact avec ¥ N | # (),
alors Hy(w) a la propriété de localisation d’Anderson sur I.

On déduit ce résultat du résultat général préceédent en prouvant que :
(i) VE € I(N,€), G(E) = Sp(R).
(i) VE €]2,+00[\S, G(E) =Sp,(R).
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Un exemple particulier - Résultats pour Hy(w)

On utilise le critére de densité suivant :

Théoreme (Breuillard et Gelander, 2003)

Si G est un groupe de Lie connexe réel semi-simple, d'algébre de Lie g, il
existe un voisinage de I'identité O C G, sur lequel log = exp™! est un
difféomorphisme et tel que g1, ...,gm € O engendrent un sous-groupe
dense dans G lorsque log(g1), - - . ,log(gm) engendrent g.

Forme explicite des matrices de transfert : T ) (E) = exp (¢X ) (E)).
Eléments de G(E) dans O.

Calcul des logarithmes de ces éléments.

el A

Preuve que ces logarithmes engendrent |'algebre de Lie spy(R) de
Spn(R).
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Quelques questions ouvertes

@ Résultats de localisation :

> Localisation pour Hy(w) pour tout ¢ > 0 et N > 1, dans tout intervalle
compact I, | C R\ S.

» Comprendre la dynamique aux énergies dans S.

> Localisation pour un opérateur de la forme H;(w) avec un potentiel V4
générique en mesure.

» Localisation pour la bande continue (beaucoup plus dur!).

@ Dans un intervalle de localisation pour H(w), étudier la statistique
des valeurs propres de H(w).

@ Un exemple de marche aléatoire dans Spy(R) ayant une loi commune
singuliére.
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